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Uvod

Zadatak s (kvadratnom) prizmom mi je 1981. godine dao
prijatelj Korado Korlevic.

Rijesio sam ga za par sati.

No odmah sam si postavio pitanje:

"Sto ako bi bio valjak, a ne prizma?" (sa istim postavkama).

Tada sam bio intuitivnho uvjeren da kraci put na valjku ne
postoji. A i mislio sam da za rjesenje treba slozena
matematika, npr. racun varijacija.

Vratio sam se tome 2013. godine i nasao da
| na valjku postoji kraci put.

No poslije sam se vratio na zadatak s prizmom,
| vidio da i taj jednostavniji zadatak
krije jos zanimljivih "matematickih tajni”.



Mrav I med na cetverostranoj pravilnoj prizmi
(kvadratnoj prizmi)
O Postoji li kraci put (po povrsini prizme) izmedu mrava
| kapljice meda od "ocitog puta”, koji ima duljinu4 + 10 = 14
(stranica a = 4, visina h = 10)?




Mrav I med na cetverostranoj prizmi

Rjesenje, t. put kraci od 14, se jednostavno nade
prikazom prizme u ravnini, a onda se gornji i donji kvadrat
rotiraju po plastu u koracima po 90 stupnjeva.

Od 4 polozaja gornjeg kvadrata i 4 donjeg kvadrata,

jedna kombinacija (koja se dobije rotacijom jednog kvadrata
za 90 stupnjeva) daje put koji je kraci od 14. Zapravo, uvijek
postoje barem dva jednaka puta (jer je svejedno da li se
krene desno ili lijevo), a istovjetni su i putevi prema gore i
dolje, pa imamo Cetiri jednaka puta.

S D oznacimo udaljenost kod ocCitog puta, a s d udaljenost
kod kosog puta (koji je kraci od ocitog). U nasem slucaju:

d =sqgrt((10 + 3)*2 + 5*2) = sqrt(194) < sqrt(196) =14 =D
d<D

To (joS) nije matematiCki dokaz da je to minimalni put,

lako to zaista jeste minimalni put (moze se lako dokazati da
kraCi put ne moze prolaziti kroz jedan, ili oba vrha prizme). .



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

No zadatak mozemo promatrati i opcenito.

Kvadratna prizma ima stranicu a i visinu h.
Dakle, ocCiti put izmedu mrava i kapljice meda jednak je:

D= a+h
Na jednoj bazi prizme (tj. kvadratu) nalazi se mrav (drzimo da

mrav nema dimenzija, kao da je tocka). Mrav se po horizontali
nalazi na sredini, a po vertikali bilo gdje (pa i na rubu baze).

Na suprotnoj bazi nalazi se kapljica meda (takoder, kao da je
tocka). Kapljica meda se po horizontali isto nalazi na sredini,
a po vertikali tako da bude udaljena od svog donjeg ruba
onoliko koliko je mrav udaljen od svog gornjeg ruba.

Postoji li kraci put u op¢enitom slucaju?
U analizi problema koristit cemo (opet) Pitagorin poucak,

kvadratnu jednadzbu, osnove trigonometrije i malo deriviranja

(za nalazenje minimuma / maksimuma nekih funkcija). ;



Mrav i med na cetverostranoj prizmi

Promatrajmo prvo slucaj kad su mrav i med na rubu
prizme. Vidjet Cemo kasnije da je najkraci kosi put
upravo onaj kad mrav polazi sa ruba.

Oznacimo s d0 udaljenost kosog puta koji polazi od ruba.
Da bi postojao kosi put koji je kraCi od ocCitog puta, mora biti:
d0 <D=(h+a)
do*r2<h?*2+2ah+a”2
Najkraci put d0 nade se kada se jedan kvadrat rotira
za 180 stupnjeva (a ne 90, kao prije), i tada vrijedi:
d0*2 = h*2 + (2 a)*2
d0*2 = h”2 + 4 a*2
Dakle:
h"2+4a*2<h?2+2ah+a”2
h>3/2 a



Mrav I med na cetverostranoj prizmi
Do koje toCke se moze mrav udaljavati od ruba,
a da kosi put i dalje bude kraci od ocitog puta?

Udaljenost mrava od npr. gornjeg ruba moze se prikazati kao
proporcija od a, tj. kao p a, pricemu je 0 < p <0,5.

Udaljenost kapljice meda od gornjeg ruba tada je (1 - p) a.

p_max je maksimalni p kod kojeg postoji put
kraci ili jednak ocCitom putu:
p < p_max
Uvedimo k kao odnos izmedu h i a, {j.:
h=kailik=h/a
Moze se racunati pocevsi od sljedecCe postavke
d<D=(h+a)
d'2< (h+a)*2=(ka+a)2=a"2(k+1)"2
Naravno, treba naci formulu za d.



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

Dva krac¢a puta
(odnosno, dvije klase 7
puteva iste duljine) : \ /
za postavke:

visina prizme h = 14 . \
visina baze a =4 '
(tj. k = 3,5)
p=0,25

Plavi (npr. A2-B3),
u tekstu d1, je kraci
za gornje postavke - /

Narancasti (A2-B4),
u tekstu d2, je dulji . .
(za npr. p = 0 je kradi)

10 -

Pravokutnika je n+1, ° 5 10 15 20
ali prvi | zadnji su isti; tako se dobije simetriCan prikaz putevas



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Kod prvobitnog zadatka, najkraci put bio je onaj kod kojeg se
kvadrat rotirao jedanput, a kod puta koji polazi sa ruba,
najkraci put se dobio rotiranjem kvadrata dvaput.

0 Za 2 £ k £ 5 postoje maksimalno (ovisi od p) 2 kra¢a puta
(npr. za k = 10 postoji i treci kraci put). Put d2 je kraci od puta
d1 kad je p maniji ili jednak varijabli p_eq (koja ovisi od k), a
d1 je kraci kada je p veCe od p_eq i manje od p_max1.

0 Kad je p_eq < p < p_max1, najkraci put dat je formulom:

dif2= (a@al2+a(1-p)*2+(ap+ak+al2)’2

dl=asqrt(k?2+k+2kp+2p*2-2p+ 5/2)

0 Kad je p < p_eq, najkraci put (tj. udaljenost) dat je formulom:

d2"2=(a/l2+a+a/l2)?2+(ap+ak+ap)’2
d2=asqrt(k®2+4 kp+4p"2+4)



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Formulu za p_eq, tj. p kod kojeg su vrijednosti kod obje
formule za minimalni put jednake, mozemo naci ovako:

zap _eq< p<p_max2 vrijedi
dl1=asqrti(k’2+k+2kp+2pt2-2p+5/2)
za p < p_eq vrijedi
d2=asqrti(k’2+4kp+4pr2+4)
0 lzjednaCavanjem tih formula dobijemo:
k eq=(p*2+p+3/4)/(1/2 - p)
O Alternativno, dobijemo:
2pf2+2(k+1)p+3/2-k=0
p eq=1/2 (sqrt(k?2+4k-2)-k-1)
O Npr. za nas slucaj (k = 3,5), p_eq je 0,2122...
0 Za p S p_eq, kraci je put d2, a za p 2 p_eq kraci je d1.
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Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Formulu za p_max1 dobijemo koristec¢i formulu d1,
t,onuzap eq< p<p _maxi:
di"2=a?2 (k"2+k+2kp+2ph2-2p+5/2)

O Iz postavke:
d1*2<D"2=a"2 (k + 1)"2
vrijedi:
2pM2+2(k-1)p+3/2-k<0
p_max1=1/2 (sqrt(k*2 -2) -k + 1)

O Npr. za nas slucaj (k = 3,5), p_max1 je 0,3507...
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Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 lako se nakon p > p_eq primjenjuje formula d1,
put d2 je jos uvijek kraci od ocitog puta D,

sve do nekog p_max2. Naravno, taj put tada nije minimaini.

0 Za p < p_eq vrijedi:
d2=asqrti(k’2+4kp+4ph2+4)

O Iz postavke:
d2/2 < D2 =a*2 (k + 1)"2
vrijedi:
af2 (k"2+4kp+4ph2+4)<ar2(k+1)"2
2pM2+2kp+3/2-k=<0
p_max2 =1/2 (sqrt(k*2 + 2 k - 3) - k)

O Npr. za nas slucaj (k = 3,5), p_max2 je 0,2655...
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0 d1id2, za bazu duljine4ik = 3,5

Vrijednosti

Mrav I med na cetverostranoj prizmi

Graf d, d1 i d2 u funkciji od p
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Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Zanimljivo je promatrati odnos kosog puta i oCitog puta.

0 Kad je p_eq < p <p_max1, koristi se formula d1, pa je:
d1/D=sqrt(k?2+k+2kp+2p*2-2p+5/2)/(k+1)
0 Da bi vrijedilo d1 <D, tj. d1/D < 1, k mora biti:
k>(3/12+2p*2-2p)/(1-20p)

0 Kad je p < p_eq, koristi se formula d2, pa je:
d2/D=sqrt(k®2+4 kp+4pr2+4)/(k+1)

0 Da bi vrijedilo d2 <D, tj. d2/D < 1, k mora biti:
k>(3/2+2p*2)/ (1-2p)

14



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Na temelju prethodnih formula izvest cemo (dvije) formule
za k_opt (optimalni k, za zadani p),
tj. k kod kojeg je skracenje maksimalno.

0 Kad je p_eq < p < p_max2 vrijedi:
d1/D=sqrt(k®2+k+2kp+2p*2-2p+35/2)/(k+1)

[0 Derivacija po Kk je:
(2p-1)k+4ph2-6p+4)
[(2(k+1)sqrt(k®2 +(1+2p)k+2p(p-1)+ 5/2))

0 IzjednaCavanje brojnika derivacije s nulom daje:
K opt1=(2p*2-3p+2)/(1/2 - p)

15



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Kad je p < p_eq vrijedi:
d2/D=sqrt(k’2+4 kp+4p"2+4)/(k+1)

[0 Derivacija po K je:
(2p-1)k+4ph2-2p+4)
[ (k+ 1)*"2sqgrt(k®2 +4pk+4pr2+4))

0 IzjednaCavanje brojnika derivacije s nulom daje:
K opt2=(2p*2-p+2)/(1/2 - p)
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Mrav I med na cetverostranoj prizmi
Buduci da imamo dvije formule za k_opt:

K optl=(2p"2-3p+2)/(1/2-p)
K opt2=(2p"2 p+2)/(1/2-p)
pitamo se: kada koristiti prvu formulu, a kada drugu?

Prisjetimo se da smo se isto pitali kod dviju formula za
minimalni put. Pa kod njihovog izjednacenja dobili i:

k eq=(p*2+p+3/4)/(1/2 - p)
|zjednacCimo tu formulu s formulama za k_opt1 i k_opt2.
|lzjednaCavanje s kK_opt2 ne daje rjesenje za p
(odnosno, dobijemo kompleksne brojeve).
|lzjednaCavanje s k_opt1 daje:

p opt=2-sqgrt(11)/2 = 0,3416...
Za p < p_opt koristimo formulu k_opt2,
a za p 2 p_opt koristimo formulu k_opt1.

17



Mrav I med na cetverostranoj prizmi

0 Kut (u odnosu na horizontalu) pod kojim mrav treba krenuti
prema kapljici meda moze se izraziti kao funkcija od k i p.

0 Za put d1 vrijedi:
tan(kutl)=(ap+ak+a/2)/(al2+a(1-p))
kuti =arctan((2k+2p +1)/(3 -2 p))

0 Za put d2 vrijedi:

tan(kut2)=(ap+ak+ap)/(a/l2+a+al2)
kut2 = arctan((k + 2 p) / 2)

18



Mrav I med na cetverostranoj prizmi
Rekapitulacija formula (za 2 < k < 5):
D=a(k+1)
K> 3/2 (uvjet za postojanje kraceg puta)
dl1=asqri(k’2+k+2kp+2p2-2p+5/2) p2p_eq
d2=asqrti(k?2+4 kp+4pr2+4) zapsp_eq
p_max1=1/2 (sqrt(k?2-2)-k+ 1)
p_max2 = 1/2 (sqrt(k*2 + 2 k - 3) - k)
p.eq=1/2(sqrt(k?2+4k-2)-k-1)
K opt1=(2p*2-3p+2)/(1/2-p)
K opt2=(2p"2-p+2)/(1/2-p)
p opt=2-sqgrt(11)/2 = 0,3416...
kutl1 =arctan((2k+2p+1)/(3-2p))
kut2 = arctan((k + 2 p) / 2)
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Mrav | med na trostranoj prizmi

0 Do sada smo promatrali prizmu Cija je baza kvadrat
(skraceno: 4-prizma).

O Zanimljivo je analizirati prizmu Cija je baza
jednakostranican trokut (3-prizma).

0 Kod 3-prizme ociti put ima duljinu koja je zbroj
visine prizme (h) i visine trokuta (v).

0 Ako visinu 3-prizme prikazemo kao (stranica trokuta je a):

h=kv=ksqrt(3)/2 a

dobijemo sljedece:
D=h+v=ksqgrt(3)/2a+ sqrt(3)/2 a
D =asqrt(3)/2 (k + 1)

20



Mrav i med na trostranoj prizmi

Cetiri kra¢a puta
(odnosno, Cetiri klase)
za postavke:

visina prizme h = 14
visina bazev =4
p=0,25

Plavi je najkraci,

u tekstu d1 10 -
Narancasti je dulji,

u tekstu d2

Zeleni je jo3 dulji,
u tekstu d3
Crveni je najdulji, "
u tekstu d4 00 25 50 75 100 125 150 175 20.0

15 4

» a
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Mrav i med na trostranoj prizmi

0 Postoje maksimalno (ovisi od p) 4 puta
krac¢a od ocitog puta D (za 2 £ k £)5).

O Duljina puta d1:
d122 = (a (1/2 - p) 3/2)"2

+ (apsqrt(3)/4 + a k sqrt(3)/2 + a (1 - p) sqrt(3)/4)*2
d1 =asqrt(3)/2 sqrt(k*2+k+3 p*2-3p+1)

0 Put d1 uvijek je kraci od D, zasvakik>0ip=20.

22



Mrav i med na trostranoj prizmi

O Duljina puta d2:
d2"2=(ap3/4+a(1-p)3/4)"2
+ (a p sqrt(3)/4 + a k sqrt(3)/2 + a (1 - p) sqrt(3)/4)*2
d2 = a sqrt(3)/2 sqrt(k*2 + k + 1)

0 Put d2 ne ovisi od p!

0 Put d2 uvijek je kraCiod D, za svakik>0ip = 0.

O Putd2je
za p = 0 jednak putu d1,
za p > 0 dulji je od puta d1.

23



Mrav i med na trostranoj prizmi
O Duljina puta d3:
d3*2=(a 3/2-ap 3/4)"2
+ (a p sqrt(3)/2 + a k sqrt(3)/2 + a p sqrt(3)/4)"2
d3 =asqrt(3)/2 sqrt(k*2+3 kp+3 pr2-3p+3)

0 d3 je kraci od ocCitog puta D kad je:
k>(3p*2-3p+2)/(2-3p)

0 Formula za p_maxa3 je:
p_max3=1/6 (sqrt(9 k*2+ 6 k -15) -3 k + 3)
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Mrav i med na trostranoj prizmi
0 Duljina puta d4:
d4”2 =(a3/2 +ap 3/4)"2
+ (a p sqrt(3)/2 + a k sqrt(3)/2 + a p sqrt(3)/4)"2
d4 =asqrt(3)/2 sqrt(k*2+3 kp+3 pr2+3p+3)

0 d4 je kraci od ocCitog puta D kad je:
k>(3p*2+3p+2)/(2-3p)

0 Formula za p_max4 je:
p_max4 =1/6 (sqrt(9 k*2+42 k -15) -3 k - 3)

25



Mrav i med na trostranoj prizmi

Za koje su p_eq putevi jednake duljine?
Da bi d1 bio dulji od d3, vrijedi:
P<13(1-2/K)tj.p egl 3=1/3(1-2/k)
paiztoga vrijediiuvjet: 1-2/k>0=>k > 2
Ekvivalentno vrijedi: k eq1 3=2/(1 -3 p)
Ako k>2 AND p <1/3 (1 - 2/Kk) kraci je d3, inace d1.
Za d1id4 vrijedi:
pegql 4=(k-2)/(3 k+6)
Za d2 i d3 vrijedi:
p eq2 3=1/6 (sqrt(9 k*2-6k -15) -3 k + 3)
Za d2 i d4 vrijedi:
p eq2 4=1/6 (sqrt(9 k*2+ 30k -15) -3 k - 3)
d3 je uvijek kraci od d4, osim za p = 0, kad su jednaki
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Vrijednosti
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Mrav i med na trostranoj prizmi
d1, d2, d3 i d4, za bazu duljine 41 k= 3,5

Graf d, d1, d2, d3 i d4 u funkciji od p
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Mrav i med na trostranoj prizmi

0 Kut (u odnosu na horizontalu) pod kojim mrav treba krenuti
prema kapljici meda, za puteve d1, d2:

tan(alfa1) = (a p sqrt(3)/4 + a k sqrt(3)/2 + a (1 - p) sqrt(3)/4)
[ (a(1/2 -p) 3/2)

kut1 = alfa1 - 11/3

kut1 = arctan(sqrt(3)/3(2k +1) /(1 -2 p)) - /3

tan(alfa2) = (a p sqrt(3)/4 + a k sqrt(3)/2 + a (1 - p) sqrt(3)/4)
[(@ap3/4+a(1-p)3/4)

kut2 = 2/3 11 - alfa2

kut2 = 2/3 1 - arctan(sqrt(3)/3 (2 k + 1))
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Mrav i med na trostranoj prizmi

0 Kut (u odnosu na horizontalu) pod kojim mrav treba krenuti
prema kapljici meda, za puteve d3, d4-:

tan(alfa3) = (a p sqrt(3)/2 + a k sqrt(3)/2 + a p sqrt(3)/4)
[ (a 3/2-ap 3/4)

kut3 = alfa3 - 11/3

kut3 = arctan(sqrt(3)/3(2k +3 p)/ (2 - p)) - /3

tan(alfad4) = (a p sqrt(3)/2 + a k sqrt(3)/2 + a p sqrt(3)/4)

[(@a3/2+ap3/d)/
kut4d = 2/3 1 - alfa4

kut4 = 2/3 1 - arctan(sqrt(3)/3 (6 k + 9 p) / (6 + 3 p))
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Mrav | med na trostranoj prizmi
Rekapitulacija formula (za 2 < k < 5):

D =asqrt(3)/2 (k + 1
d1 = a sqrt(3)/2 sqrt(
d2 = a sqrt(3)/2 sqrt(
d3 = a sqrt(3)/2 sqrt(
d4 = a sqrt(3)/2 sqrt(

)

KM2+k+3ph2-3p+1)
kN2 + K+ 1) (ne ovisi od p)
K2 +3kp+3ph2-3p+3)

KN2+3kp+3ph2+3p+3)

p_max1 — nema ogranicenja, d1 je uvijek kraci od D
P _Mmax2 — nema ogranicenjane, d2 ne ovisi od p

p_ max3 =1/6 (sqrt(9 k*2+6 k-15)-3 k + 3)
p_max4 =1/6 (sqrt(9 k"2 +42k-15)-3 k-3)
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Mrav | med na trostranoj prizmi

Rekapitulacija formula (za 2 < k < 5):

p_eq’
p_eq’

p_eq’

~2=0,azap>0putdl kraci je od d2
- 3=1/3(1-2/Kk) (mora biti k > 2)
4=(k-2)/(3k+0)

p eq2 3=1/6 (sqrt(9k?*2-6k-15)-3 k + 3)
p eq2 4=1/6 (sqrt(9 k2 +30k-15)-3 k-3)
p eq3 4=0,azap>0putdl kracije od d4

kut1 = arctan(sqrt(3)/3 (2k+1)/(1-2p))-1/3
Kut2 =
KUt3 =
kut4 = 2/3 11 - arctan(sqrt(3)/3 (6 k + 9 p)/ (6 + 3 p))

2/3 11 - arctan(sqrt(3)/3 (2k + 1))
arctan(sqgrt(3)/3(2k+3p)/(2-p))-T1/3
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Sada analiziramo prizmu Cija je baza
pravilni sSesterokut (6-prizma).

0 Kod 6-prizme ociti put ima duljinu koja je zbroj
visine prizme (h) i dvije visine trokuta (v).

0 Ako visinu 6-prizme prikazemo kao (v = visina trokuta):
h=k2v
gdje je v (a = stranica Sesterokuta):
v =sqrt(3)/2 a

dobijemo sljedece:
D=h+2v=2v(k+1)

D=asqrt(3) (k +1)
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

Cetiri kra¢a puta ]
(odnosno, Cetiri klase) . o \/4

za postavke:
visina prizme h = 14
visinabaze=2v =4

p=0,25

Plavi je najkraci,

u tekstu d1 10 1
Narancasti je dulji,

u tekstu d2

Zeleni je jos dulji,

u tekstu d3 < (\Y/ 4
Crveni je najdulji, ] 2\ X 7 \/%

u tekStu d4 0:0 2.,5 5:0 ?.I5 1(.)'.0 12,.5 15,.0 17I.5

15
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Postoje maksimalno (ovisi od p) 4 puta
kraca od ocCitog puta D (za 2 £ k £)5).

O Duljina puta d1:
di1"2=(2a+3/4 (1-2p)a)’2
+(asqgrt(3)p+asart(3) k +asqgrt(3) (p/ 2+ 1/4))"2

d1 = a sqrt(3)
sqri(k*2+1/2k+3 kp+3pr2-2p+31/12)

0 d1 je kraci od ocCitog puta D kad je:
k>(2p*2-4/3p+19/18)/ (1 -2 p)

0 Formula za p_max1 je:
p_max1=1/6 (sqrt(9 k*2+6 k -15) -3 k + 2)
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi
0 Duljina puta d2:
d272 = (3 a)*2 + (2 sqrt(3) p a + k sqrt(3) a)*2
d2 = asqrt(3) sqrt(k*2+4 kp + 4 p”2 + 3)

0 d2 je kraci od ocCitog puta D kad je:
k>(2p*2+1)/(1-2p)

0 Formula za p_max2 je:
p_max2 =1/2 (sgrt(k*2 + 2 k - 2) - k)
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Duljina puta d3:
d3*2=(a@a+23/4(1-2p)a)'2

+(2sqrt(3) (p/ 2 + 1/4) a + k sqrt(3) a)*2
d3d=asqrt(3) sqrt(k*2+k+2kp+4pr2-4p+7/3)

0 d3 je kraci od ocitog puta D kad je:
k>4/3(3p*2-3p+1)/(1-2p)

0 Formula za p_maxa3 je:
p_max3 =1/12 (sqrt(9 k*2 -12) - 3 k + 6)
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi
0 Duljina puta d4:
d4r"2=(a+3/4(1-2p)a)'2
+ (p sqrt(3) a + k sqrt(3) a + sqrt(3)/2 a + sqrt(3)/4 (1 - 2 p) a)*2
d4 = asqrt(3) sqrt(k*2+3/2k +kp + p*2 -p + 19/12)

0 d4 je kraci od ocCitog puta D kad je:
k>(2p*2-2p+7/6)/(1-2p)

0 Formula za p_max4 je:
p_max4 =1/6 (sqrt(9 k*2 -12) -3 k + 3)
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Za koje su p_eq putevi jednake duljine?

p eql 2=1/6 (sqrt(9 k*2+ 54 k + 21) - 3 k - 6)
p_eql_3=1/2 (-sqrt(k*2 + 2 k + §) + k + 2)
pegl 4=1/4 (sqrt(4 k*2+4k-7)-2k+1)

peq2 3= (3k-2)/(6k+12)
p eqg2 4=1/6 (sqrt(9 k*"2+ 24 k-16) -3 k -1)

p eqg3 4=1/2-k/3 akoje k< 3/2,ainace je 1/2
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi
0 d1, d2, d3 i d4, za bazu duljine 4i k = 3,5

Graf d, d1, d2, d3 i d4 u funkcijiod p
T
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Kut (u odnosu na horizontalu) pod kojim mrav treba krenuti
prema kapljici meda, za puteve d1, d2:

tan(kut1) = (a sqrt(3) p + a sqrt(3) k + a sqrt(3) (p/ 2 + 1/4))
[(2a+3/4 (1-2p)a)

kut1 = arctan(sqrt(3) (4 k+6p +1)/(11 -6 p))
tan(kut2) = (2 sqrt(3) p a + k sqrt(3) a)

/(3 a)
kut2 = arctan(sqrt(3)/3 (k + 2 p))
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Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Kut (u odnosu na horizontalu) pod kojim mrav treba krenuti
prema kapljici meda, za puteve d3, d4-:

tan(alfa3) = (2 sqrt(3) (p/ 2 + 1/4) a + k sqrt(3) a)
[(@a+23/4(1-2p)a)

kut3 = alfa3 - 11/3

kut3 = arctan(sqrt(3) (2k+2p+1)/(5-6 p)) -m/3

tan(kut4) = k sqrt(3) a + sqrt(3)/2 a + sqrt(3)/4 (1 - 2 p) a)

[(@a+3/4(1-2p)a)/ (psqrt(3) a)
kut4 = arctan(sqrt(3) (4 k+2p + 3)/ (7 -6 p))

41



Mrav I med na sesterostranoj prizmi
0 Rekapitulacija formula (za 2 <k < 5):

D =asqrt(3) (k + 1
d1 = a sqrt(3) sqrt(
d2 = a sqrt(3) sqrt(
d3 = a sqrt(3) sqrt(
d4 = a sqrt(3) sqrt(

)
A2+ 1/2k+3Kkp+3pr2-2p+31/12)

K2 +4 Kkp+4ph2+ 3)
KN2+k+2kp+4ph2-4p+7/3)

A2+ 32K +kp+pr2-p+19/12)

p_max1=1/6 (sqrt(9 k*"2+6k-15)-3 k + 2)
p_max2 = 1/2 (sqrt(k?2 + 2 k - 2) - k)

p_max3 =1/12 (sqrt(9 k"2 -12) - 3 k + 6)
p_max4 =1/6 (sqrt(9 k"2 -12) -3 k + 3)

42



Mrav I med na sesterostranoj prizmi

0 Rekapitulacija formula (za 2 <k < 5):

p_eq’
p_eq’

p_eq’

1/6 (sqrt(9 k"2 + 54 k + 21) - 3 k - 6)
1/2 (- sqri(k*2 + 2 k + 5) + k + 2)
1/4 (sqrt(4 k"2 +4 k-7)-2k + 1)

peg2 3= (3k-2)/(6k+12)
p.eqg2 4=1/6 (sqrt(9 k"2 +24 k-16)-3 k-1)
p eq3 4=1/2-k/ 3 akoje k <3/2,ainace je >

Kut1 = arctan
Kut2 = arctan
Kut3 = arctan
Kut4 = arctan

sqrt(3) (4
sqrt(3)/3 (
sqrt(3) (2
sqrt(3) (4

K+6p+1)/(11-6p))

K+20p))
K+2p+1)/(5-6p))-T1/3

K+2p+3)/(7-6p))
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Mrav i med na peterostranoj prizmi

Sada analiziramo prizmu Cija je baza
pravilni peterokut (5-prizma).

Kod 5-prizme ociti put ima duljinu koja je zbroj

visine prizme (h) i visine baze (b):
D=h+b=bk+b=Db(k+1)

Visina baze b je zbroj visine trokuta (v) i krakova trokuta (s):
b=v+s
b =a/2tan(3/10 1) + a/2 / cos(3/10 1)
b=a/2(sin(3/10 1) + 1) / cos(3/10 )

Pa je:

D =a/2 (sin(3/10 1) + 1) / cos(3/10 1) (k + 1)

napomena - moze se koristiti i ove ekvivalentne izraze:

sin(3/10 1) = (1 + sqrt(9))/4

cos(3/10 1) = sqgrt((5 - sqrt(5))/8)
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Mrav i med na peterostranoj prizmi

0 Osam kracih puteva
(odnosno, osam klasa)
za postavke:
visina prizme h = 14
visina baze b = 4
p=0,25

O Plavi je najkraci,
pa narancasti, zeleni,
crveni, ljubicasti, smedi,
rozi, sivi

[0 Kao kod trokutaste prizme,
postoji put koji ne ovisi
o udaljenosti toCaka
A i B od ruba —
ovdje je to smedi.

20 A

15+

10 -

5 4

m

0.0

2.3

5.0

a

10.0

125 15.0

17.5
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Mrav i med na peterostranoj prizmi

0 Postoji maksimalno 8 puteva kracih od ocCitog puta D
(za 2 <k <5), ali prikazat cemo formule samo za
d1 (najkraci put za dane parametre) i d6 (put neovisan od p).
d1 = b sqrt(
((10 - 3 sqrt(5)) / sqrt(10 - 2 sqrt(5)) - ((3 + sqrt(5))/8) sqrt(10 - 2 sqrt(5)) p)*2
+ (k + (sqrt(5) - 1)/4 + (sqrt(5)/2) p)*2

)

d6 = b sqrt((cos(3/10 T))*2 +(k + sin(3/10 T))*2)
d6 = b sqrt(k*2 + (1 + sqrt(5))/2 k + 1)

0 Kut (u odnosu na horizontalu), za puteve d1, d6:

kut1 = arctan(

(k + (sqrt(5) - 1)/4 + (sqrt(5)/2) p) /

((10 - 3 sqgrt(5)) / sqrt(10 - 2 sqrt(5)) - ((3 + sqrt(5))/8) sqrt(10 - 2 sqrt(5)) p)
) — /5

kut6 = 4/5 1r - arctan((k + sin(3/10 1)) / cos(3/10 1))
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Mrav i med na valjku

Polazna ideja je da se valjak prikaze u dvije dimenzije

(dva kruga i plast), pa se po plastu kotrlja gornji krug (med),
a povezano s gornjim krugom kotrlja se i donji krug (mrav).
Kod minimalnog puta, ove 4 tocke moraju biti na pravcu:
- med i mrav (zamisljeni kao toCke)

- diralista gornjeg i donjeg kruga s plastom.

Ako jer=2,h =10 imrav se nalazi na 1 od gornjeg ruba,
da bi barem tri toCke (oba diralista i mrav ili med)

bile na istom pravcu, kut (x1) kotrljanja donjeg kruga

ovisi 0 kutu (x) kotrljanja gornjeg kruga ovako:

x1 =x -5 sin(x) / (cos(x) + 2)

Da bi sve 4 tocke bile na pravcu, dodatno mora biti:
X1=1-X

pa se x kod moze izracunati numerickom metodom iz:
2Xx-5sin(x)/(cos(x)+2)-mm=0
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Mrav i med na valjku

O OCiti put ima duljinu koja je zbroj visine prizme i 2 polumjera:
D=h+2r=10+22=14

O Akojer=2,h=101imrav se nalazi na 1 od gornjeg ruba,
formula za najmanju udaljenost izmedu mrava i meda je
(kut kotrljanja gornjeg kruga, x, prethodno je izraCunat):

d=2 sqrt(
(sin(x) + 5 sin(x) / (cos(x) + 2))*2
=

(cos(x) + 7)*2

O Minimalna udaljenost je = 13,32
za kut kotrljanja gornjeg kruga od = 2,64 radijana. 48



Mrav i med na valjku

O | formule za valjak mogu se generalizirati.

0 Moze se uzeti bilo koji polumijer (r), a visina valjka (h)
prikazati kao k visina baze (promjer kruga, 2 r):
h=k2r

0 Takoder, pocCetni polozaj mrava moze biti
na segmentu p 2 r, {j. od ruba (p = 0) do sredista (p = 0,9).

O Naravno, iz sredista ne postoji kosi put koji je kraci od ocitog,
jer su svi putevi iz sredista ocCiti puteuvi.
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Mrav i med na valjku

Ociti put ima duljinu koja je zbroj visine prizme i 2 polumjera:
D=h+2r=k2r+2r
D=2r(k+1)

Kao i kod prizme, najkraci kosi put je onaj koji polazi od ruba
(tj. kada je p = 0):

d0 =r sqrt(mm*2 + 4 k*2)

Kada je p = 0, uvjet za postojanje kraceg puta (od ocCitog)
dobije se iz izraza d0 < D:

k>m?*2 /8-1/2 (=0,73)

Kada je p = 0, optimalni k dobije se (kao i kod prizmi)
trazenjem minimuma za d0 / D:

k opt=1m*2 /4 (=2,47)

atadajed0/D=0,84
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Mrav i med na valjku

Da bi barem tri toCke (oba diralista i mrav ili med) bile na
iIstom pravcu, kut (x1) kotrljanja donjeg kruga ovisi o kutu (x)
kotrljanja gornjeg kruga u opcenitom slucaju ovako:
x1=x-2ksin(x)/(cos(x)+1/(1-2p))
Kod minimalne udaljenosti (tada su sve 4 toCke na pravcu) je:
X1=1-X
pa se X kod najkraceg puta moze izraCunati numerickom
metodom (npr. metodom tangente) iz:
2x-2ksin(x)/(cos(x)+1/(1-2p))-r=0
Za opcenitu vrijednost r, gdje je k > (T172/8 -1/2) i 0 < p < 1/2,
formula za najmanju udaljenost izmedu mrava i meda je
d=2rsqrt(
((1 -2 p) sin(x) + ksin(x)/ (cos(x)+1/(1-2p)))*2
+((1-2p)cos(x)+k+1)*2
) 51



Mrav i

0 Za postavke:
visina valjka h = 14
visina baze 2r=4
(t. k = 3,9)
p=0,25

0 Dobije se:
X =2,77 rad
x1= 0,37 rad
d =17,00

med na valjku

Najkraci put na valjku

20 A

15 -

10 4

- A'B' = 17.0555

8

10

12

14
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Mrav i med na valjku

Dolje su formule za kut (u odnosu na horizontalu)
pod kojim mrav treba krenuti prema kapljici meda.
Za p =0 vrijedi:

tan (alfa) =k 2r/(rm)=2k/m

kut = 11/2 - alfa

kut = 1r/2 - arctan(2 k / 1r)

Za p > 0 vrijedi

(x1 i x su kut rotacije meda i mrava kod minimalnog puta):
kut = arctan((cos(x1) -1+ 2 p) / sin(x1))

pa (buduci da kod minimalnog puta vrijedi: x1 = 11 - X):

kut = arctan((cos(mm-x) -1+ 2p) / sin(1T - X))

kut = arctan((-cos(x) -1 + 2 p) / sin(x))
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Mrav i med na valjku

O NumeriCkom analizom moze se vidjeti da | kod valjka
postoji minimalni k i za slucaj kada je p > 0.

0 Trazimo da vrijedid <D, {j.:

2 r sqrt(

((1-2p)sin(x) + ksin(x)/ (cos(x)+1/(1-2p)))"2

+ ((1-2p)cos(x) +k+ 1)"2

)
<(@r(k+1))

0 1z
2x-2ksin(x)/(cos(x)+1/(1-2p))-m=0
dobijemo
K= (x-1/2)(cos(x)+1/(1-2p))/sin(x)
| to uvrstimo u gornju nejednadzbu.
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Mrav i med na valjku

0 Dakle, trazimo da vrijedi:

sqrt(

((1-2p)sin(x) + (x - 1/2))"2

+

((1-2p)cos(x)+ (x-T1/2)
(cos(x)+1/(1-2p))/sin(x)+ 1)"2

)
<((x-T11/2) (cos(x)+1/(1-2p))/sin(x)+ 1)

Za p = 0,01, vidi se je granica za x = 3,10, minimalni k = 0,75.
Zap=0,25x=2,12, k=0,95.
Zap=040,x=1,77, k= 0,99.

Opcenito, kako se povecavap (0 <p <0,5),
povecava se minimalni k.

55



Mrav i med na valjku

O Slicho prethodnom, numeriCkom analizom moze se vidjeti da
postoji optimalni k i za slu€aj kada je p > 0.

0 Trazimo minimum od d / D, tj. minimum od:

2 r sqrt(

((1-2p)sin(x) + ksin(x)/ (cos(x)+1/(1-2p)))"2

+ ((1-2p)cos(x) +k+ 1)"2

)

[(2r(k+ 1))

0 1z
2x-2ksin(x)/(cos(x)+1/(1-2p))-m=0
dobijemo
K= (x-1/2)(cos(x)+1/(1-2p))/sin(x)
| to uvrstimo u gornju formulu (za minimum od d / D).
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Mrav i med na valjku

0 Dakle, trazimo minimum od:

sqri(

((1-2p)sin(x) + (x - 1/2))"2

+

((1-2p)cos(x)+ (x-T1/2)
(cos(x)+1/(1-2p))/sin(x)+ 1)"2

3((x -11/2) (cos(x)+1/(1-2p))/sin(x)+ 1)

0 Zap = 0,01, vidi se minimum za x = 3,01,

pa je optimalni k = 2,80, a odnos d / D = 0,809.

Zap=0,25,x=2,77,k=3,56,d/D =0,95.

Zap=040,x=244,k=5,65 d/D=0,99.

Opcenito, kako se povecavap (0 <p <0,5),

povecava se optimalni k, a d / D priblizava se jedinici.
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Ukratko — valjak ima samo jedan kraci put, a

Ove pravilne prizme imaju maksimalno

(ovisno o parametrima koje smo oznacili sa k i p)

ovaj broj klasa kracih puteva

(puteva koji imaju istu duljinu, pa ih brojimo kao jedan):

Trostrana prizma ima do 4 kraca putaza 2 <k < 5.
Duljina jednog od njih ne ovisi o parametru p.

Cetverostrana prizma ima do 2 kraca putaza 2 <k < 5.

Peterostrana prizma ima do 8 kracCih puteva za 2 < k < 5.
Duljina jednog od njih ne ovisi o parametru p.

Sesterostrana prizma do 4 kraéa puta za 2 < k < 5.
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Neka (moja) otvorena pitanja i hipoteze

Postoji li beskonacan broj razliCitih pravilnin prizmi

koje imaju kraci put (tj. klasu puteva iste duljine)

koji je kraci od "ocCitog puta"? DA.

Ako takvih prizmi ima beskonacno,

je lii broj kracCih puteva neogranicen? DA.

Da li svaka "neparna” prizma (prizma s neparnim brojem
pravokutnika koji Cine plast) ima kraci put Cija duljina

ne ovisi o udaljenosti mrava (i meda) od ruba?

DA, ima toCno jedan, a "parne” prizme nemaju takve puteve.

Za valjak nisu nadene "potpune algebarske formule”.

Kut (za rotaciju kruga za najkraci put) nalazi se numeriCkom
metodom, a onda se uvrstava u drugu formulu.

Pitanje je bi li se moglo doci do "potpune algebarske formule”
(npr. tako da se analizira 12-strana prizma, 24-strana
prizma..., a onda se pokusa naci formula prelaskom na limes,
kada broj stranica tezi u beskonacnost)? NE. 59



FIPU - Fakultet informatike u Puli

visina = 14, visina baze = 4 (tj. k =3,5), p = 0,25;
napomena: 3 i 6-strana prizma imaju

u 4 u A4

jos i Cetvrti kraci put, koji nisu prikazani




